AF

ASSOCIATION
FRANCAISE
DE MECANIQUE

Congres Francais de Mécanique

29 el - 2 sepiiemione 2022 - Nemnies

Recueil des Articles Soumis - S12

F £
s

AAAAAAAAAAA

EEEEEEEEEEE

I\ Nantes \\ Arts i
\J Université ~ et Métiers







Table des Matieres

Table des Matiéres 1

S12 — Matériaux numériques 2

Simulations numques des consences mniques de la lithiation de particules de sili-
cium dans une batterie lithium ions, G.H. DALEVEDO VIANA, R. MASSON,

Modsation du couplage electromagnetomecanique, application pour la drmination
optimale du coefficient magnetodielectrique d’un substrat epais, R. FALINIAINA,
R. ANDRIANINA/ RASOATAHIANJANAHARY, R. JOHNSON. / RAMIHA-
JAMANANA o e 17

Multiscale modelling of polycrystalline UO2: full-field simulations (FFT) and
model reduction technique (NTFA)., J. LABAT, R. LARGENTON, J. MICHEL,
B. MICHEL . . . . . . . 23

Liste des Auteurs 35



S12 — Matériaux numeériques

David Ryckelynck Yann Monerie Renald Brenner

Cette session regroupe les travaux théoriques, numériques et expérimentaux visant a décrire
les propriétés mécaniques de matériaux hétérogenes et leur évolution microstructurale, la mi-
crostructure étant modélisée sous ’angle des approches numériques. Les méthodes concernées
couvrent notamment :

e l'analyse et la formation d’images liés aux acquisitions expérimentales (tomographie, diffrac-
tion, etc);

e les outils morphologiques permettant d’extraire les caractéristiques pertinentes des mi-
crostructures;

e la modélisation probabiliste et la génération des microstructures, binaire ou multiphasique,
et leur évolution.

Un accent sera mis sur la prédiction par changements d’échelles des comportements mécaniques
linéaires ou non-linéaires éventuellement couplés (fatigue, vieillissement, endommagement, grandes
déformations, thermo-poro-mécanique, etc.) et sur la fiabilité de prédiction (propagation d’incertitudes).
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Simulations numériques des conséquences
mécaniques de la lithiation de particules de silicium
dans une batterie lithium ions

G. Viana?, R. Masson?, B. Michel?, B. Mathieu” M.Garajeu®

a. CEA, DES, IRESNE, DEC, Cadarache F-13108 Saint-Paul-Lez Durance, France Cedex /
Guilherme.DALEVEDOVIANA @cea.fr
b. CEA LITEN, F-38054 Grenoble, France
c. LMA, Université Aix-Marseille

Résumé :

Ce travail présente la modélisation du couplage mécanique-chimique des particules de silicium uti-
lisées dans les batteries lithium-ion, pour en augmenter significativement leur capacité. Le modele
présenté ici décrit la particule en cours de lithiation comme un matériau biphasé constitué de deux
phases viscoplastiques séparés par un front. Profitant de la symétrie sphérique de ce probleme (front
sphérique, propriétés isotropes), une solution semi-analytique inspirée de travaux précédents [1] est
proposée. Ce modeéle qui permet de représenter I’écoulement viscoplastique de la coquille lithiée est
comparé pour vérification a des résultats antérieurs obtenus par [2] dans un cas simplifiée (pas d’effet
de la lithiation sur les propriétés élastiques qui sont alors constantes dans la particule). Nous met-
tons cependant en évidence I’'importance de la prise en compte des variations des propriétés élastiques
avec la lithiation sur I’évolution des contraintes dans la particule et tout particulierement au centre
des particules, point important pour des comparaisons ultérieures aux résultats expérimentaux [3]. On
retrouve par ailleurs ’effet de la viscoplasticité de la coquille sur I’évolution des contraintes, avec une

mise en compression du ceeur et une mise en traction de la périphérie (pushing-out effect).
Abstract :

This work presents the modeling of the mechanical-chemical coupling of silicon particles. They are
used in lithium-ion batteries in order to improve significantly their capacity. The model presented here
describes the particle during lithiation as a two-phase viscoplastic composite separated by a front.
Taking advantage of the spherical symmetry of this problem (spherical front, isotropic properties), a
semi-analytical solution inspired by previous works is proposed. This model which allows to represent
the viscoplastic flow of the lithiated shell is compared for verification to previous results obtained by [2]
in a simplified case (no effect of the lithiation on the elastic properties which are then homogeneous in
the particle). However, we highlight the importance of taking into account the variation of the elastic
properties with lithiation on the evolution of the stresses in the particle and especially in the particle
core. This is an important aspect for later comparisons with the experimental results [3]. We also find
the effect of the viscoplasticity of the shell on the evolution of the stresses, with a compression of the
core and a traction of the periphery (pushing-out effect).

Mots clés : Batteries Lithium-Ion, Lithiation, Nano-particules de silicium,
Elasto-viscoplasticité, Sphére composite, Solution analytique.
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1 Introduction

Les batteries Lithium-Ion (LIBs) ont une capacité énergétique importante et sont utilisées dans plusieurs
équipements électroniques. Une question majeure pour 1’amélioration des LIBs est I’augmentation de
leur capacité sans que cette augmentation se fasse au détriment de leur durée de vie. Ainsi il est im-
portant de bien comprendre les mécanismes de dégradation des électrodes des LIBs en lien avec leur
perte progressive de capacité. Dans certaines technologies de batteries Lithium-Ion (LIBs), I’anode est
constituée de particules de graphite contenant elle-méme des nanoparticules de silicium. Ces particules
de silicium possédant une forte capacité de lithiation par formation d’un alliage silicium — lithium,
elles sont donc susceptibles d’augmenter significativement la capacité des LIBs. Néanmoins, cette ca-
pacité de lithiation améliorée conduit a de fortes variations volumiques des particules lors des phases
de charge — décharge et donc a des sollicitations mécaniques séveres (contraintes internes associées au
gonflement différentiel des inclusions silicium) susceptibles de dégrader plus rapidement la capacité de
ces batteries.

Plusieurs modeles de la littérature ont été proposés pour représenter le comportement mécanique de
cette particule, comme par exemple la référence [4] qui s’appuie sur la résolution analytique d’un pro-
bleme de couplage mécanique-diffusion d’une particule sphérique dans le cas élastique linéaire. Néan-
moins, des travaux plus récents [2, 5] soulignent la nécessité de considérer d’autres phénomenes pour
modéliser les observations expérimentales. D’abord, la lithiation d’une particule est marquée par la for-
mation et le déplacement d’un front de lithiation séparant deux phases dont la concentration en lithium
change drastiquement entre elles : un noyau de silicium pur et une coquille extérieure lithiée. Ensuite,
nous avons également identifié le caractere inélastique du comportement de la particule, les contraintes
étant relaxées par 1’apparition de déformation plastique au niveau du front de lithiation [2] .

Dans le travail présenté ici, nous proposons d’estimer de facon semi-analytique les contraintes internes
apparaissant dans une particule au cours de sa lithiation. Nous utilisons pour cela la solution proposée
dans [1] du probléeme de la sphere composite (coeur — coquille) soumise a un chargement radial dans le
cas de constituants élasto-viscoplastiques et étendons cette solution au probléeme de la particule lithiée,
notamment en considérant une interface cceur-coquille variant avec le temps. Ce nouveau modele coeur-
coquille est décrit dans la premiere section. Dans la section suivante, nous vérifions par comparaison
avec des résultats numériques antérieurs la pertinence du modele proposé puis nous montrons comment
le « pushing-out effect» (mise en traction de la coquille) est bien représenté par le modele proposé.

2 Modele ceeur-coquille

2.1 Présentation du probleme

A la température ambiante, la lithiation du silicium cristallin peut étre représentée par un systéme bi-
phasé : la région lithiée se transforme en une alliage amorphe Li3 7551, séparée d’un noyau de silicium
pur [6]. Un front de lithiation de petite épaisseur sépare ces deux phases, front dans lequel la concen-
tration en lithium varie avec un fort gradient de O (noyau) a 1 (dans I’alliage Li3 75S1). Ce front avance a
I’intérieur de la particule pendant la lithiation. La lithiation d’une particule de silicium conduisant a la
formation d’un systéme a deux phases, on utilise un modele de la spheére composite comme le montre
la Figure 1, rg étant le rayon initial de la particule vierge (non lithiée) et r. étant la position du front
de lithiation (délimitant la taille du noyau de silicium). Le comportement des deux phases est supposé
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isotrope (coefficient de diffusion, tenseur des modules, seuil plastique) ainsi que le front de lithiation,

le probleme a résoudre respecte la symétrie sphérique (probleme 1D).

FIGURE 1 — Particule de silicium lithiée : noyau de silicium (beige), front de lithiation (rouge) et alliage
(grise).

2.2 Prise en compte du front de lithiation

Le probleme de lithiation peut étre traité de maniere analogue a un probleme thermomécanique dans
lequel la concentration de lithium ¢(r, t) joue le role de la température. Afin de représenter le front de
lithiation, on utilise 1’équation suivante définissant en chaque point et a chaque instant la concentration
en lithium dans la particule (équation logistique définie dans [2]) :

1
c(r,t) = ()
(1) [1 + Qe*B[T*Tc(t)}] 1/a

ol B, et () sont les parametres permettant d’ajuster I’épaisseur du front. La variable temporelle ()
est la position du front. Dans cette étude, on utilise une évolution linéaire temporelle de la position du

front. La déformation chimique isotrope s’écrit comme :

g = Be(r, 1)1 ()

avec [ le coefficient d’expansion volumique, analogue au coefficient d’expansion thermique

2.3 Solution théorique

Dans [1], le probleme considéré est celui d’un cceur et d’une coquille différant par leurs propriétés
élastiques et viscoplastiques (probleme de la spheére composite). L’interface entre ces deux constituants
est supposée parfaite et sa position ne change pas avec le temps (fractions volumiques des deux consti-
tuants constantes). Le chargement mécanique conjugue une traction exercée a la périphérie extérieure
de la particule (effort ou déplacement imposé) ainsi qu’une dilatation imposée de facon homogene au
ceeur. Pour un probleme a symétrie sphérique (propriétés isotropes des constituants, chargement exté-
rieur radial) et en faisant I’hypothese des petites perturbations, les champs mécaniques (déplacement,
déformations, contraintes) s’expriment en fonction d’un unique champ scalaire, la distribution radiale
de la contrainte équivalente dans la coquille dont on montre qu’elle est solution d’une équation intégro-
différentielle non linéaire. Par rapport au probleme résolu dans [1], la principale différence provient du
fait que la position de I’interface entre les deux phases varie avec le temps et qu’elle présente une épais-
seur finie. Nous verrons plus loin que les propriétés peuvent étre exprimées en fonction de la concen-
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tration en lithium, ¢(r, ¢) de sorte que formellement, la différence avec [1] tient au fait que les modules
élastiques et la dilatation imposée sont désormais des fonctions de I’espace et du temps. Ce sont des
fonctions continues de ces deux variables puisqu’elles dépendent (continument) de la concentration
qui est elle-méme une fonction continue de I’espace et du temps, voir relation (1). Nous détaillons ici
la solution théorique obtenue en précisant a chaque étape les différences avec les résultats antérieurs
obtenus par [1].

A noter que nous supposons ici que la particule est libre de se déformer (bord extérieur libre), le graphite
entourant les particules de silicium opposant peu de résistance mécanique. L’équilibre s’écrit comme
V - g = 0 etla condition g.n = 0 (bord libre). La vitesse de déformation totale est composée par les
termes élastiques, viscoplastique et chimique :

E(r,t) = £°(r,t) + £°(r 1) + £7P(r, 1) 3)

La déformation libre chimique étant définie sur tout le domaine de la particule, tandis que dans [1]
elle est appliquée de facon homogene au centre du composite. La vitesse de déformation viscoplastique
s’écrit comme [1]

ow

é”Up ,t = SS ,t —_— o 4
£ (1, 1) = 3s(r, 1) 2 (3) @)
ol w est ici un potentiel de dissipation avec une loi exponentielle du type Norton, utilisée dans [1, 2],

fonctionde o, o = ogq, donné par

i+
~ E00Y o 2

w(o) = <2> . (5)

Les constantes viscoplastiques sont la constante €, la limite d’élasticité, oy et I’exposant de sensibilité
a la vitesse de déformation m. La vitesse de déformation totale s’écrit alors comme :

. (om(r,t)  om(r t)R(r,t) §(r,t)  s(rt)a(r,t) ow . .,
E(r,t) = (3%(7“, £ 3k2(r,t) >I+ <2u(r, 6 2u2(r,t) ) +3s(r, t)%(a) + & (1)L
(6)

ot I est la matrice identité, x le module de compressibilité et u le module de cisaillement. Dans la loi de
comportement, par rapport a [1], on observe 1’apparition des termes concernant la vitesse de variation
des propriétés élastiques du matériau due a la présence du front de lithiation.

2.3.1 Solution théorique du probléme mécanique

Nous adoptons ici un systeme de coordonnées sphériques, e, désignant un vecteur unitaire dans la
direction radiale (e et ey les deux directions angulaires formant avec e, un repere orthonormé). Le

champ de déplacement solution est purement radial, u(r,t) = u(r,t) e, de sorte que les trois com-

Ou(r,t) u(rt)

posantes non nulles du tenseur des déformations sont : €., = =, et €g9 = €4 = —, . En notant

1 la vitesse, les trois composantes non nulles de la vitesse de déformation totale sont : €., = %(r, t),

€gp = €pp = %(r, t). La contrainte équivalente dans le cas sphérique est oy = |0pg — 0y |. Comme
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dans [1], il est plus commode de considérer par la suite la contrainte signée g = ogg — 0. Les parties
déviatoriques des tenseurs de contrainte et de déformation, e et s respectivement, sont :

. e’—frr(?”, t) - é@g(r, t)

= o
5= orr (1, t) — oge(r, t)d
= 3 =
avec :
2 0 0
d=10 -1 0 ®)
0 0 -1
La partie déviatorique de I’équation (6) relative a la partition des déformations s’écrit comme :
: . os(r,t) os(rt)i(r,t) Ow
rr 7t - 7t d:_ - d_g 7t7~d 9
(i) (it d = - (F200 - D) g sorTia

En combinant la compatibilité du probléme et I’équation (9), on obtient

G5 )+ os(r ) <6u(r, ) g;(r, 5) — ZE: 2) — 2u(r1) [7’8 <“)] (10)

A partir de la partie hydrostatique de 1’équation (6), on obtient

(1) = 5-om(r, 1) + <50, 1) (11

ou la déformation hydrostatique €, = (&, 4+ 2£¢p) /3 s’écrit en fonction du déplacement radial comme
1 0
em(r,t) = 355 (M un(r,1)). (12)

De méme, la condition d’équilibre permet d’écrire la contrainte hydrostatique o,,, = (0, + 2099)/3
comme une fonction radiale :

om(r,t) = L 881" (1“3 o (T, t)) (13)

3r2

En utilisant les équations (12) and (13) dans (11), on obtient I’expression suivante pour la contrainte
radiale :

30 (r,t) =3 /r ,‘<;(3:,t)2 [2%u(z,t)] dx — 9/T w(z,t)e(z, t) 2 dx (14)
0 O 0

L’intégration par parties du premier terme du membre de droite de 1’équation précédente donne :

/OT K(z, t)% [3:2u(:n,t)] dx = k(r, t)r?u(r,t) — /OT % [k(z, t)] 2%u(x, t) d. (15)
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Si on injecte cette derniere relation dans (14), la contrainte radiale s’écrit finalement :

u(r, t)

Orr (’I“, t) = 3“(7‘7 t) 73

_ :)3/(: 8%; [k(z, )] 2%u(z, t) do — > /Or k(a, t)e(z, ) a® de. (16)

Finalement, nous n’avons pas encore exploité les équations d’équilibre qui se réduit a I’équation sui-

vante : P 5
o [ (1, )] + - (opr (1, t) — opg(r, ) =0
En introduisant la contrainte signée dans cette relation, on obtient une relation entre og et la contrainte
radiale,
r 0
os(r,t) = 20r (o (1, )] (17)

La variation temporelle et spatiale des propriétés élastiques et de la dilatation imposée présente I’avan-
tage de ne pas faire intervenir une condition de continuité a I’interface entre les deux constituants.
Néanmoins, du fait de I’apparition de termes supplémentaires liées aux variations des propriétés avec
le temps, le découplage entre les équations (10), (16) et (17) n’est plus possible, contrairement a [1] et
on obtient dans notre modele un systéme non-linéaire de deux équations intégro-différentielles (au lieu
d’une dans [1]). Afin de simplifier le probléeme, on introduit les variables adimensionnelles suivantes :

u (r,t)

/-c((jr, t) () = . Jga(r,t)
Y Y Y (18)

F(rt) = /O?" fi(x, t)e(x, t) 22 da

u(r,t) = , R(rt) =

<

En prenant compte les équations (17) et (18) dans les équations (10) et (16), on obtient un systéme avec
les deux équations suivantes :

1 06 a(r,t) . o mol o (0u
—(r,t) — /12((7“, t))a(r, t) + 3¢ (02(7“, t)) a(r,t) + 21"& <8T(r, t)) =0. (19)

_ 9 9F
2r2 Or

X oA o
—o(r, t)"‘%/%("”, t)@(r, t)-l-i Ok (z,t) 230 (x, 1) dw—l——?F (r,t)

or 2r3 J, Ox 273 (rt) = 0. 20)

Le systeme constitué des équations (19) et (20) est un systeme intégro-différentiel dont sont solutions
les deux distributions radiales scalaires u(r,t) et 6(r,t). On remarque que les conditions au limites
sont u(0,t) = 0, o.-(r0,t) = 0 (1o le rayon extérieur de la particule) et o5(0,¢) = 0. Cette derniere
condition est montrée en utilisant I’équation (20) quand » — 0. La résolution de ce systeme de deux
équations est détaillée dans la section suivante.

2.3.2 Solution numérique dans le cas générale

Pour résoudre le systeme non-linéaire obtenu dans la section précédente, on utilise la méthode des
différences finies et on adopte le schéma d’Euler implicite. On discrétise le domaine spatial en N
points avec ¢ = 1,2...N, avec 0 < 71,r2...7y = 79 car u(0,t) = 0 et 05(0,¢) = 0. On discrétise le
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temps en M pas avec k = 1,2, ... M. On note (’}f = & (r4,t). On utilise la régle des trapézes pour le
calcul des intégrales. L’équation (20) discrétisée donne

A ak, , — ik 9 [T Ok
ok = iﬂ(ri,tk) (%) + 53

3 %(x,t)x?’a(w,t)dx—i—G(ri,tk)’ 1<i<N-1
0

3 9 OF
~ ~k A~ ;
+ §H(T0>tk)UN + o~ 2735(7”0’%)’ i=N
2D
avec
) 27 . 9 OF
G(ristg) = TT?F(Tutk) 22 (7, tk) (22)
L’équation (21) sous forme matricielle est
L’équation (19) discrétisée donne
1 85 1

N(Ti,tk) 5. 4 3¢ (Q)#A 19 0 (Uiqy1 — Uy
T~ o 0; €o (0; 0; Ti 7o
Al ty) ot @2 ty) 00N P

= 1<i<N-1
ot Ar > 0, 1sis
ﬂ(ro,tk) 8t

L1
320 (62.) 2
2 (ro. )N 30 (O

(24)
0 n N — i N—1 .
5 2ro—=| —— ) =0, i = N.
ON + 2T ot ( Ar !
Sous forme matricielle, I’équation précédente s’écrit comme
06 U
M* 22 4 PFa g () + B =0 (25)
= ot = = 0t
otl F est une fonction non-linéaire de 6*, avec la composante i
A1
F; =320 (67) 7 6s. (26)
On utilise un schéma implicite temporel dans I’équation (25),
~k+1 ~k ~k+1 ~k
MHL[E T2 pr+l gh+l <Ak+1> B(YX ~%)_g 27
M ( At +P" "+ (o +B N 0 (27)
On note @k = [Qk ak] . On réarrange les équations (23) et (27) pour obtenir
Ek+1£k+1 +ﬁ (@k-‘rl) +ﬁ (@k‘) — Q (28)

S12
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avec

HA s }LPM ) §+1] (29)
3(¢) - Sy (%ﬁ)k—B (%) 30)
g (¢k+1) _ ?(&;Jrl)] . 31)

La condition initiale pour la méthode itérative de 1’équation (28) est @0 = 0. Une fois og(r, t) connue,
on calcule o, a partir de I’équation d’équilibre. La fonction de o, s’écrit comme

oo (1) = 2 / EIC (32)
0

T

ou h(t) est une fonction temporelle calculée a partir de la condition au limite o,.(r9,t) = 0,

h(t) = —2 /m 75@,8) 4o (33)
0

X

2.3.3 Solution dans le cas avec propriétés élastiques constantes.

Dans le cas ol les propriétés élastiques sont constantes, on peut découpler les équations (10), (16) et
(17) et résoudre une seule équation pour obtenir la solution du probleéme non-linéaire. La contrainte
radiale s’écrit comme

_g unt) 3T 2
orr(r,t) = 3K [ " 3 /0 ez, t) da:} : (34)
[’équation (10) devient
0 _ o [au(rt
os(r,t) +60g(r, t),ua—;u(r, o) =—-2u [Tﬁr (u(:))] ) (35)

On réutilise I’équation de 1’équilibre et on dérive temporellement pour obtenir

a9 (u(r,t)\ _ 20s(rt) o (3 [". 9
Tar< . > e —&-7“5 (73/0 ez, t)x dac). (36)

On obtient une équation différentielle pour og en utilisant les équations (36) et (35)

{1 + ;l/ﬂ os(r,t) +6u as(r,t)g—;} = —2,&?”% (:; /Or £z, t) 22 dac) ) (37)
On définit n = 2=, 1'équation (37) devient
&0 los(r, )\ " —rd (3 [T
os(r,t) + 2W77(75(7a,t) (Uy> =3 or <T3/0 £°(w,t) x? d:c). (38)
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Considérant 1/m un nombre paire, I’équation précédente devient

os(rt) & <<fs(7%t>>m_ —r 90 (;/TgC(x,t)ﬁdx) (39)
0

oy Ty oy ~ 3noy Or

ourty = 20571577 et £ est le signe de og. On obtient seulement I’équation (39) a résoudre en fonction de la
contrainte équivalente pour connaitre la solution du probleme en question. La méthode ainsi proposée
est plus robuste que celle proposée dans [2] qui certes se ramene également a une équation scalaire
(sur le champ de vitesse) mais au prix d’une estimation par une méthode d’intégration temporelle ex-
plicite de la distribution radiale de déformation plastique. Par ailleurs une méthode de type «shooting
technique» doit étre mise en ceuvre pour que le champ de vitesse solution respecte la condition de bord
libre. On définit la fonction G(r, t) comme étant :

G(r,t) = /€C(T, t) r2 dr. (40)

La déformation chimique étant £¢ = [Sc¢(r, t) avec la concentration ¢(r, t) donnée par 1’équation (1), la
fonction G(r, t) s’écrit

Gty = p | Mia(e B0 arLip(=e BU7T)) | r¥log(e” P07 4 1)

3 B3 B2 B “D

ou Liy,(f) est la fonction polylogarithme (ou fonction de Jonquiere) de la fonction f et d’ordre n.

3 Comparaison des résultats obtenus et pushing out effect

On considere dans cette étude des particules de taille nanométrique dont le diametre s’éléve en moyenne
a 20 nm, ce qui correspond a des tailles étudiées dans plusieurs travaux expérimentaux [3, 7, 8]. La po-
sition du front est fixée arbitrairement. On choisit ici une variation linéaire avec le temps. On considere
pour 1’équation logistique B = 80, Q = 1 et « = 1 [2], ce qui conduit a une épaisseur du front de
lithiation de 1 nm [9]. Enfin, pour évaluer les évolutions temporelles au sein de la particule, on a choisi
trois positions différentes du front de lithiation, indiquées sur la Figure 2.

3.1 Propriétés matériaux

Comme souligné par [5], les propriétés élastiques, module de Young et coefficient de Poisson des dif-
férentes phases au sein de la particule, varient linéairement en fonction de la concentration. En notant
Ey et E. les module de Young du cceur (particule vierge) et de la coquille respectivement, le module de
Young en un point () de la particule et & un instant (¢) est déduit de la concentration ¢(r, t) par :

E(r,t) = Eg[l —c(r,t)] + E.c(r,t)
tandis que pour le coefficient de Poisson :

v(r,t) = v [l —c(r,t)] + vec(r, t)
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FIGURE 2 — Positions du front de lithiation pour le calcul des contraintes et déplacement.

(vp et v, les coefficients de Poisson du noyau et de la coquille, respectivement). Nous adoptons les
valeurs suivantes pour ces parametres : . = 0.25 Ey, vg = 0.3 et v, = 0.24. Le module de Young
du silicium F varie de 90 GPa (cas amorphe) a 160 GPa (cas cristallin) [5, 10]. Nous considérons une
particule initialement cristalline par la suite. On en déduit les expressions des modules élastiques de
cisaillement et de compressibilité en un point (r) et a un instant (¢) en fonction de la concentration en
lithium en ce point.

Le choix d’un coefficient d’expansion volumique S (voir relation (2)) s’élevant a 0.6 [8] conduit en fin
de lithiation a un gonflement de la particule d’environ 300% observé expérimentalement [11]. Pour les
propriétés visco-plastiques, les propriétés du matériau sont celles adoptées par [2] : oy = 0.05 Ep, g =
0.001 s~! et m = 0.01. Ce dernier choix préconisé par [2] conduit 2 un trés faible effet de la vitesse de
sollicitation sur la réponse du matériau. En 1’absence de données a ce sujet, nous conservons ce choix
pour cette étude, ce qui conduit a un comportement quasi-plastique. Pour les résultats présentées dans
les sections suivantes, le domaine spatial a été divisé en 100 points et 300 pas de temps sont utilisées.
Cette discrétisation est suffisante pour garantir la convergence de la solution (erreur relative de 10~9).
On remarque qu’avec 100 points de discrétisation spatiale, la distance entre deux points (0.1 nm) est
dix fois plus petite que la taille du front (1 nm).

3.2 Comparaison avec les simulations numériques rapportées dans
[2] (cas des propriétés élastiques homogenes)

Dans cette section on compare la contrainte au sein de la particule quand le front est dans les positions
1 et 2, celles disponibles sur les données de la publication [2]. Le coefficient d’expansion utilisé dans
[2] est 8 = 0.26, ce qu’entraine un gonflement de 100% de la particule. Les Figures 3 et 4 montrent
que les résultats sont similaires.

Par la suite, nous adoptons un coefficient d’expansion S = 0.6, ce qui parait plus conforme a I’expé-
rience. Avec cette valeur du coefficient d’expansion et pour des propriétés élastiques ne dépendant pas
de la concentration en lithium, nous avons reporté sur la Figure 5 1’évolution radiale des trois compo-
santes non nulles des contraintes dans la particule lorsque le front de lithiation est en position 2.
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3.3 Estimation plus réaliste des contraintes internes, pushing-out

effect

Dans I’étude [2], I’effet de la diminution des propriétés élastiques dans la coquille lithiée n’est pas pris
en compte. Cette approximation a un effet non négligeable sur 1’évolution des contraintes internes dans
la particule. La Figure 6 montre le champ de contrainte quand le front de lithiation se situe & mi-rayon
de la particule. On observe que le noyau de la particule (# < (0.5) est en compression hydrostatique
et que dans la région lithiée la contrainte tangentielle devient positive dans la région périphérique. En
la comparant avec la Figure 5, on observe que la prise en compte de la diminution de la rigidité de la
coquille diminue la contrainte hydrostatique dans le noyau de silicium. On retrouve cette tendance sur
la Figure 7, qui montre 1’évolution de la déformation dans le noyau en fonction du taux de lithiation
de la particule mais pour deux valeurs de la rigidité de la coquille. Comme la déformation totale est
égale a la déformation élastique dans le noyau, on voit bien que négliger 1’effet de la lithiation sur
les modules élastiques de la coquille conduit a une plus forte compression de son cceur (par exemple

quand la lithiation atteint 50%). Ce résultat important sera utilisé pour de futures comparaisons avec
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des mesures de la déformation du ceeur cristallin au cours de la lithiation, mesures rapportées dans [3].

La Figure 8 compare 1’évolution de la déformation élastique du noyau en fonction de la lithiation au cas
lorsque la coquille reste purement élastique. Cette figure montre I’effet majeur de la plastification de
la coquille sur I’état mécanique du noyau : en I’absence d’apparition de cette plasticité, le noyau reste
tout le temps en traction. Dans le cas viscoplastique, la traction initiale correspond a la lithiation d’une
petite couronne de la particule et la transition en compression arrive a partir du moment ou la région
lithiée en gonflement différentiel par rapport au noyau est suffisamment grande pour le comprimer.

La Figure 9 montre 1’évolution de la contrainte tangentielle sur le bord d’une particule dans le cas ou elle
est purement élastique et dans le cas viscoplastique. On observe que dans le cas élastique la contrainte
tangentielle est toujours compressive, alors que dans le cas viscoplastique on observe la passage de
compression a traction, ce qu’on appelle le pushing out effect. En début de lithiation, le bord est mis en
compression car son expansion volumique est limitée par le noyau de silicium qui est plus rigide. Au
fur et 2 mesure de la lithiation, la relaxation des contraintes dans le front pousse la région lithiée, ce qui
crée la traction tangentielle dans le bord de la particule, qu’atteint la limite élastique.
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FIGURE 7 — Evolution de la déformation hydrosta-
tique dans le noyau de la particule en fonction de la

rigidité de Ia coquille. tique dans le noyau de la particule.

La Figure 10 montre le champ de déplacement radial adimensionnel pour les trois différentes positions
du front et a la fin de la lithiation. On observe que le déplacement du noyau en compression hydrosta-
tique est trés petit par rapport a la région lithiée.

4 Conclusions et perspectives

Dans notre étude, nous avons développé une extension du modele semi-analytique de [1] (sphere com-
posite a deux phases élasto-viscoplastiques) au cas d’une particule présentant des variations radiales
continues de ses propriétés et de la dilatation imposée. La résolution de ce modele se réduit a un sys-
téme intégro-différentiel non linéaire a deux champs scalaires inconnus, systéme résolu par une mé-
thode de différences finies dans le cas général (avec la prise en compte de la variation des propriétés).
Dans le cas particulier étudié par [2] (propriétés élastiques constantes), ce systeme se réduit a une seule
équation intégro-différentielle non linéaire du champ de contrainte, et donc a une résolution plus ro-
buste. En revanche, on retrouve bien les résultats numériques rapportés par [2] en comparant le champ

14 S1

2

FIGURE 8 — Evolution de la déformation hydrosta-



25¢m¢ Congres Frangais de Mécanique

Nantes, 29 aoiit au 2 septembre 2022

3 — " VISCO

-elas ||

-— (T

o0

o 10 20 30 40 50 60 70 BO 90 100
% lithiation

FIGURE 9 — Evolution de la contrainte tangentielle
sur le bord de la particule dans le cas viscoplastique
et élastique.

0.6 T T T T T
05 position 1
— position 2
04 —— position 3
final

03r

o
0.2

01r

1] 01 02 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 09 1

FIGURE 10 — Champ de déplacement radial adi-
mensionnel pour différentes positions du front de
lithiation avec 7 = r/ryg.

de contraintes. Avec le modele développé, nous montrons que la plastification de la coquille lithiée est
essentielle pour observer une mise en compression du noyau au cours de la lithiation ([3]) et la mise en
traction de la coquille (pushing-out effect). Par ailleurs, négliger 1’effet de la lithiation sur les propriétés

élastiques de la coquille conduit a une forte surestimation de la compression élastique du noyau.

Dans les travaux a venir, 1’effet de la taille du front sur 1’évolution des contraintes et de la déformation

du noyau sera étudiée. De plus, la démarche sera élargie a une modélisation en grandes déformations
et en incluant des simulations numériques par la méthode des éléments finis et des comparaisons avec
des résultats expérimentaux. Enfin, pour considérer 1’effet d’un enrobage entourant les particules, ou
plus généralement, évaluer les interactions entre particules dispersées dans une matrice de graphite, un

modele « trois phases » et des calculs a champ complet de microstructures seront abordés.
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Modeélisation du couplage éléectromagnétomecanique,
application pour la détermination optimale du
coefficient magnétoélectrique d’un substrat épais

A. Faliniaina Rasoanoavy®, Johnson Ramihajamanana®
a. Université de Tananarive, fa.xspnova@yahoo.com

Résume :

La recherche et I’intégration des matériaux actifs dans des circuits
résonateurs a haute fréguence constituent un champ de recherche, ces
derniéres années. Ces matériaux disposent des bonnes propriétés pour
la conversion de I’énergie électrique en €nergie magnétique via le
couplage électro-magnéto-mécanique de la structure a I’étude. La
simulation et modélisation du couplage électromécanique a déja été
réalisée dans notre article précédent. Pour pouvoir aller plus loin nous
avons intégré le modéle magnéto mécanique dans I’ancien mod¢le
afin de d'évaluer le champ magnétique induit par un champ électrique
extérieur. L’exploitation de cette proprieté réduit les difficultés lices a
la mise en ceuvre de nouveaux circuits intégrant des substrats
magnéto-diélectriques. Le programme d’élasticité ainsi développé,
basé sur la méthode des ¢léments finis couplé a I’optimisation nous a
permis d’évaluer numériquement le coefficient du couplage
magnétoélectrique H/E pour chaque type de matériaux sous
commande électrique.

Mots clés : Magnetoéléctricité, Electromagnetomécanique,
composite, EIéménts finis, Optimisation
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Introduction

Les dernieres nouvelles technologies en électronique et télécommunication nécessitent
I'intégration des substrats (matériaux) présentant plusieurs propriétés physiques couplées.
Cette idée aide a la réalisation facile des dispositifs, tout en minimisant le colt et I'énergie
d’usinage. Cependant, la polarisation magnétique duwn composite des dispositifs électroniques
nécessitent des matériaux supplémentaires. La recherche des matériaux multifonctionnels
comme les matériaux magnéto-diélectriques présente une piste prometteuse. Afin de démarrer
notre étude, nous nous sommes intéressés a la conception d'un outil théorique, via le
développement d'un programme en élément fini, pour la compréhension des structures
complexes, capables de convertir I'’énergie mécanique en énergie électrique et magnétique. La
quantification du champ E et H via l'intégration des EDP correspondantes par la méthode des
éléments finis a été notre objectif principal d’'une part et le calcul des coefficients optimaux
constitue notre deuxieme objectif.

Méthodologie

1 Modele magnetoéléctrique

La modélisation de I'effet piézoélectrique a été déja réalisée a partir de quelques logiciels
commerciaux et a déja fait plusieurs objets de publications. Un programme permettant de modéliser
I'effet de la piézoélectricité a été développé et validé lors de nos travaux précédents. Une procédure
analogue est de nouveau conduite pour I'étude du piezomagnetisme dans le présent travail. Ensuite le
modele associant les deux phénoménes physiques est ici finalement intégré sous Matlab. Le
programme unifié va nous servir d'outil théorique permettant a la fois de calculer la carte de champ
electromagnetique et les constantes piézoélectriques et piezomagnetiques de matériaux composites,
pour différentes applications.

Rappelons tout de méme que les équations piézoélectriques sont obtenues en associant I'énergie
mécanique et I'énergie électrique dans une énergie totale du systéme a I'étude. Nous avons alors :

dU=0,dS,+ E dD, + Td®

ou et T correspondent respectivement a la contrainte, la déformation, le champ électrique, le
déplacement électrique, I'énergie interne, I'entropie, et la température.

Aprés quelgues transformations mathématiques nous obtenons I'équation de la pizezoelectricite :

o,(E.S)=C, S, —d,E,

ijkl

l)'(E, S) - di“S“ +851/Ej

Dans une démonstration analogue, pour le piezomagnetisme, I'énergie totale du  systeme
magnétiquement déformable, tout en tenant compte de I'effet de la température sur les propriétés
magnétiques est donnée par :

dU =o0,dS,+ BdH, 6+ TdO

De nouveau, aprés quelques transformations mathématiques , nous obtenons I'équation du
piezomagnetisme ,
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o-l =§ CIJ”SI +Z=‘ quil
Bi =;qil‘s‘.l +Z=l/llel

L'association de ces deux systemes d'équations va nous permettre d'étudier couplage
magnetoelectromecanique. Ainsi I'équation finale pour I'étude de la variation de la polarisation
électrique et magnétique d un composite sous contrainte mécanique est donnée par la relation suivante

o, = Z c,’S, + Z Ed,

o.l = ; CI,I” Sl + ; quil

Ainsi notre travail consiste a intégrer I'équation de la magnéto électricité via la méthode des éléments
finis sous matlab.

2. Technique d'optimisation algorithme génétique couplé avec le
modele en élément finis de la magnetoéléctricité.

Une fois le précédent systéme linéaire construit, les champs électrique et magnetique induits sous
application d'une contrainte mécanique, dans le cas d'une poutre monoencastré sont calculés. En
paralléle, le champ de déformation peut étre aussi déduit du programme ainsi développé.

Notre idée dans la suite de notre étude est de déterminer les constantes piézoélectriques et
piezomagnetiques optimales pour un matériau composite artificiel pour des applications spécifiques en
nouvelles technologies.

Pour ce faire, nous avons associé le programme en élément fini de la magnétoéléctricité avec un
programme d’optimisation basé sur l'algorithme génétique.

Mais pour commencer voici, tout d'abord une breve introduction et la présentation de l'algorithme
correspondant a I'optimisation par algorithme génétique. Globalement c'est une technique servant de
méthodes analogues a la division et multiplication des chromosomes dont I'objectif final est de
chercher une meilleur population. Les différentes étapes de I'optimisation par algorithme comprennent

- une création de la population initiale juste a faire évoluer, elle peut étre créée de maniere
aléatoire, pour avoir une grande diversité.

- une fois la population initiale créée, nous allons en sortir les individus les plus prometteurs, ceux qui
vont participer a I'amélioration de notre population. Nous allons donc attribuer une note ou un indice
de qualité a chacun de nos individus.

- création de nouveaux chromosomes, dont la technique consiste a générer un grand nombre
d'individus (ou encore de solutions) et l'algorithme les fait évoluer en trois phases : reproduction,
croisement, et mutation. La procédure de sélection est basée sur une fonction d'évaluation (ou fonction
objectif) qui correspond a une performance de l'individu. On en déduit une probabilité, appelée encore
fitness, pour la reproduction de chaque individu.

Nous avons associé cette technique d'optimisation avec le programme en élément finis de la
magnetoélectricité, via le diagramme suivant :
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Populations:
Constante piézoélectrique
Constante piézomagnétique

Intégration du

Constantes

modele A
optimales

magnétoéléctrique
parla méthode des
éléments finis

-Champ magnétique
-Champ électrique
-Champ de deformation

Résultats

Dans cette étude on a choisi un systéme constitué d’une poutre mono encastrée dont une force
mécanique, dirigée vers le bas est appliquée a I’autre extrémité. La sollicitation mécanique va
engendrer une polarisation électrique via le couplage piézoélectrique, et une polarisation magnétique
via le couplage piezomagnetique. Nous avons donc considéré dans notre simulation que la poutre est
un composite magnetodielectrique.

L’association des deux programmes ainsi développés nous a permis d’évaluer numériquement le
champ électrique et magnétique crées dans la poutre mono encastrée sous sollicitation mécanique a
I'extrémité via le couplage magnetoelectrique. On trouve sur la figure ci-dessous la distribution du
champ électrique (maximum 3X10-6 V/m), le champ magnétique induits (max 5.9 x10-6 T) et un
champ de déformation de —7 .35 x10-7 dans la poutre. Ainsi les coefficients de conversion d'énergie
mécanique en énergie électrique E/F et le coefficient de conversion d'énergie mécanique en énergie
magnétique H/F sont déductibles de la simulation numérique. Afin de compléter notre outil
théorique, nous avons combiné le programme précédent en élément fini, avec un programme
d’optimisation, pour déterminer des constantes magnétoélectriques optimales qui vont nous faciliter le
développement de substrat magnétoélectrique artificiel.

DEPLACEMENT ELECTRIC SUNANT Y <10t 58

-5.88
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-3 596]

02 4 B 8 10 12 W 1 Gen

0 2‘0 4‘0 6‘!) BIE) 1ll)l) 1é0 11;,0 1(;0 1{‘30 200
Figure 1 ; description du systéme a I’étude poutre mono encastrée solliciter par une force mécanique a
I’extrémité (a gauche), distribution du champ électrique induit (au milieu), champ magnétique induit (a
droite)

Les coefficients de conversion d’énergie optimaux peuvent étre évalués numériquement V1 pour la
piézoélectricité isotrope, en moyenne approximativement —5.35 C/M2 et V2, pour le piezomagnétisme
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isotrope, en moyenne approximativement 52. La disposition de ces informations réduira les difficultés
liées sur ’aspect réalisation technologies exploitant le couplage magnéto-diélectrique.
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Figure 2 : évolution des deux constantes : piézoélectrique en bleu et piézomagnétique en vert dans la
seconde étape de notre simulation sur la recherche des constantes optimales du composite
magnetiéléctrique pour une application specifique

Conclusion et perspectlves

L’outil théorique proposé dans ce travail nous a permis d’étudier des structures prenant compte des
propriétés magnéto-diélectriques. Cet outil permettra de déterminer le champ électromagnétique
induit dans un substrat épais soumis a une force mécanique. Le calcul des coefficients optimaux,
propres a chaque substrat est donc rendue possible. Ces informations vont nous servir a la conception
de dispositifs électroniques a haute et basse fréquence, intégrant de substrats magnetodielectriques.

A Tavenir, le traitement d’autres types de structures composites complexes, sous forme lamellaire,
nanofil, exploitant le méme couplage constituera notre perspective. Sur le point de vue théorique, la
prise en compte de 1’effet pyroéléctrique E(T) et pyromagnétique H(T) dans le mod¢le principal sera
réalisé dans notre prochain projet.
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Résumé :

Cette étude présente une modélisation micromécanique du comportement du dioxyde d’uranium (UO2),
céramique polycristalline utilisée dans les réacteurs a eau pressurisée, par une approche en champs
complets [17] et un modéle d’ordre réduit NTFA-TSO [15], pour des sollicitations typiques d’un acci-
dent d’insertion de réactivité. Au-dela d’une certaine température, I’'UQO» a un comportement élasto-
viscoplastique avec un écrouissage dépendant des conditions de sollicitations en température et vitesse
de déformation (T, €). Dans un premier temps et via I’approche en champs complets, une calibration
inverse de la loi d’évolution locale (loi monocristalline élasto-viscoplastique avec écrouissage) est réal-
isée a partir des données expérimentales obtenues a I’échelle macroscopique [13, 16]. Dans un deux-
ieme temps, le modéle NTFA-TSO [15] est développé et appliqué au probléme en question en utilisant
deux approches : ’écrouissage pris constant par grain comme dans la référence [15], ou décomposé
a l’image des modes associés a la déformation viscoplastique. Enfin et pour trois cas de chargements
étudiés, les deux approches sont comparées. Les réponses macroscopiques de ces deux approches (FFT
et NTFA-TSO) sont également comparées aux réponses expérimentales [13, 16].

Abstract:

This numerical study presents a micromechanical modelling of uranium dioxide, a polycrystalline ce-
ramic used in pressurised water reactors, using a full-field (FFT [17]) approach and a reduced order
(NTFA-TSO [15]) model for loading conditions representative of a reactivity initiated accident. Above
a transition temperature, UO 2 exhibits an elasto-viscoplastic behaviour with strain hardening sensitive
to the loading conditions temperature and macroscopic strain rate (T,&). In a first step and via the
Full-Field approach, an inverse calibration of the local viscoplastic strain-hardening evolution law is
performed based on macroscopic scale experimental data [13, 16]. In a second step, the NTFA-TSO
model [15] is developed and applied to the problem by using two approaches: the strain hardening taken,
as in the reference [15], as constant per grain or taken as decomposed, like modes associated with vis-
coplastic deformation. Finally and for three cases, the two approaches are compared macroscopically
and locally. The macroscopic responses of theses two approaches are also compared to experimental
results [13, 16].

Keywords: polycrystal, model reduction, elasto-viscoplasticity
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1 Introduction

Uranium dioxide (UOy) is a polycrystalline ceramic used as nuclear fuel within Pressurised Water Reac-
tors (PWR). To account for the behaviour of this material during a Reactivity Initiated Accident (RIA),
characterised by macroscopic strain rates & € [0.1,10.] [s] ! and temperatures 7' € [500, 2400] [°C],
a micro-mechanical approach is adopted. In this study, UOs is studied above a temperature (7' >
1000 [°C1]), which the material exhibits an elasto-viscoplastic behaviour with strain hardening. Assump-
tion is made at the single crystal scale that the viscoplastic strain is entirely induced by the sliding of
dislocation lines overcoming the Peierls barrier energy [1]. An empirical thermally activated plastic-
ity law [10] is adopted to model this behaviour with consideration of the strain hardening. An inverse
calibration, based on observations made at the single crystal scale [4, 5, 6], is performed (cf. part two)
in the aim to determine the numerical values of the parameters composing the evolutions laws. This
inverse calibration take into account the sensitivities to the loading parameters (7', £). Once validated at
the polycrystalline scale on uniaxial compressive strain tests [13, 16], the full-field FFT [17] numerical
simulations are taken as reference to develop (cf. part three) and validate (cf. part four) a reduced-order
model.

This model being used in the future within an industrial code of the fuel rod behaviour, it appeared
necessary to use a reduced-order model to obtain reasonable computational costs. The Non-uniform
Transformation Field Analysis Tangent Second Order (NTFA-TSO [15]) is used and developed for our
study case (cf. part three). The agreements between NTFA-TSO model and full-field simulations (FFT)
are checked on the macroscopic responses and local fields on three uniaxial loadings (cf. part four). It is
checked that the numerical results of NTFA-TSO model are not deteriorated either macroscopically or
locally by using two approaches: strain hardening taken as constant per grain, as in the reference [15],
or decomposed, like the viscoplastic strain, on modes.

2 Mechanical problem and inverse calibration

2.1 Constitutive relations and local problem

The constitutive relations are based on the expression of the free-energy defined as:

ow

1 .
w (e, evp,p) = 3 (e—ew):L:(e—eyp)+uwP)p), o= e (€,evp, D), (1)

by which the expression of the stress tensor o is derived. This expression, which respects the generalized
standard material structure, involves two internal variables, the viscoplastic strain eyp associated with
its thermodynamic force Ayp(= o) and the strain hardening variable p = (p;), @ € {{100},{110}}
referring to a slip family of the studied material, associated with its thermodynamic force Ap = (Ap ;).
The total strain € is expressed as:

e(x,t) = ee(m, 1) + evp(@, 1), evp(@,t) = > ¥P(x,t) ms(x), 2)

with gg the elastic strain tensor and €yp the viscoplastic strain tensor. The latter tensor is a combination
of the Schmid tensors (1m,) weighted by the slip (7:") on the considered system (s). The slip systems
are specific to the fluorite crystallographic structure of uranium dioxide [12].
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The local problem is based on the existence of two dissipation potentials vy, and ¢, dependant on the
two thermodynamics forces. The expressions [10] of these two potentials allow to establish the evolution
laws of the different internal variables (€yp and p;).

-0 _Ap,i |-AVp,s| nit
va = ZS:¢vp,Sa va,s(Avpa-Ap,i) =7 X n+ 1 X _‘Ap,i s

Yo =3 Vs tpu(Aup ) = 30 x Zmsl (MY

p ) p,s» ¥p,s\Fvp, Sp,i Vi (n: — 1) —Ap, )

where Ayp s(x,t) = Avp(x,t) : ms(x)(= o(x,t) : ms(x)) is the projection of the thermodynamic

force onto the Schmid tensor and Ay = Ap; if s € S; with S; all the sliding systems included in the

family ¢ (4 € {{100}, {110}}). There are 3 families as used in [18]. However, the last family {111} is
omitted due to the lack of experimental data [4, 6]. For our case, the expression of Ap ; is given by:

Api(x,t) = —ri(z,t), ri(x,t) = T?(T, &)+ hi(T, &) x pi(z, 1),

. . . . 4
pi= > AP (Aup,Ap), 4P = 4P, )
seS;

The local problem to be solved on the RVE V' is summarised by the system of equations (5) coupled with
the evolution laws of the internal variables (6) i.e. the viscoplastic strain and the strain hardening. It re-
mains to determine the parameters of these evolution laws within part 2.2: parameters (7', &), h;(T, &)
which are sensitive to the loading condition in particular the temperature and the macroscopic strain rate.

o(x,t) = L(x) : (e(x,t) — evp(x, t),
divo(x,t) =0, o(x,t) n(x) antiperiodic on 9V, (5)

e(z,t) =€(t) + 3(Vu*(z,t) + Vu' (z,1)), u*(z,t) periodic on V.

o
P _ P,s
Ky (

,_-yvp _ ava,s

- ‘A S7‘A i)
s 8-Avp,s ( vp, P, )

‘AVp,Sv‘Ap,i) y S € S’L (6)

2.2 Inverse calibration

In this study, the FFT method is used to solve the problem (5) coupled with evolution equations (6) on a
polycrystalline representative volume element V' (Figure 1:(b)) composed of 500 grains and discretised
by 1353 voxels. The assumption of small perturbations is adopted. The experimental measurements of
[13, 16] are used.

This inverse calibration process, which aims to recover the asymptotic behaviour, is illustrated in Figure
1:(a). It consists of two steps. In the first step, the work hardening part is omitted (h;(T,£) = 0). The
crossing stress 755, which is defined as the stress corresponding to the strain for which the straight
line resulting from the elasticity behaviour crosses the straight line resulting from the asymptotic strain
hardening behaviour, is calibrated using the expression of T9(T,Z). The second step, based on the
previously obtained expression of T (7', ), focuses on the strain-hardening part and in particular on the
expression of h;(T, £). The 4?(Z) term is determined using numerical uni axial strain test at given strain
rate at the single crystal scale and for an orientation that mobilises only one of the two slip families

considered. The term %Q (€) is taken equal to the strain rate obtained on the sliding system. Finally, the
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exponent n; is fixed and deduced from the observations made at the polycrystalline scale [13, 16]:

ni00p = 4, Y00y (€) = 0.7 x & and ngy10y = 4, AP1101(8) = 0.5 x &, @)

30

= Eap — é=10"[s]!

= Exp — é=10"[s]"

* Exzp — é=10""[s]!
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+  Ezp — &=20.10"%[s]!
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Exp — é=1.10"%[s]"
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Figure 1: (a): Definition of the macroscopic cross stress 55 for a given example. (b): Representa-
tive Volume Element (RVE) with 500 grains and 1353 voxels on which the mechanical problem (5-6)
is solved with FFT method. (c): Deviation of the macroscopic cross stress Aa$; (7, €) between the
numerical values (Full-field FFT [17]) for a given iteration and the experimental data (Exp - [13, 16]).

)0 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800
Temperature - T' [°C]

2.2.1 Calibration of T9(T), €)

The initiation of the iterative process is based on observations made on experiments at the single crystal
scale [4, 5, 6]. It is noted that the viscoplasticity yield stress of the {100} family is lower than the one
of the second family retained, i.e. the {110} family. The ratio is about 2-3 between these two families
and seems to decrease as the temperature increases. It is also noticed that the viscoplastic yield stress
decreases when the temperature increases or when the strain rate decreases. The expression of (7, ),
based on the above observations is taken as:

T, 8) = Al(E) x eaxp (b x T) +CI(@),

®)
Al(&) = Max [ai’o - afi’l X exp [—aZ’Q x logio (5):| ,0} ,
with CE(é) having the same strain rate dependence as Ag(é) with the flowing parameters: 62,07 c];’l, 02’2.

The iterative process focuses on determining the set of parameters constituting AE, bg, sz by minimising
the error using a least squares method, the Levenberg Marquardt method [2, 3]. The minimisation is per-
formed on 0 (T, £) with respect to the available experimental crossing stress obtained at the macroscopic
scale and transposed to the local scale. The critical issue is to transpose the macroscopic [13, 16] data
into local data in order to provide the numerical data necessary to perform a least square minimisation

and express the parameters of T) (T, £).

By noting (n) the number of the iteration, the iterative process is defined as:

WU, 8y = PONT )+ £ x WAGS(T, S, ©)

7

where f is the Schmid factor of the (s) system (fs = 3o : ms(x), X the direction of applied stress).
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(")Aﬁgg(T ,£) is the error, at the given loading conditions (see Figure 1:(c)), between the experimental
crossing stress and the crossing stress resulting from the FFT simulation carried out on RVE Figure
1:(b)) with the determined parameters of T?(T ,€) at iteration (n) (T?7(n) (T,£)). Finally, the data set
necessary to use a least squares method in order to obtain the numerical values of the parameters at
iteration (n + 1) is deduced from (9): T?’(nﬂ)(T, £). Then parameters of (7', £) at iteration (n + 1)
are obtained. The relative error at iteration (n), Er("™, is calculated and a relative stopping criterion
5, 6 = 1073 is used with:

zmm:%xijwm%@@LwWWJMWW<5me4, (10)

where NNV is the number of experimental measurements used.

2.2.2 Calibration of h(T, &)

The strain hardening is defined by family and is a function of the cumulated viscoplastic strain on all
the sliding systems composing the family. Due to lack of experimental data, the coefficient h; of strain
hardening is taken equal for both families, i.e.: {190y = h{110} = h. Inafirststep, the asymptotic strain
hardening slope of the selected macroscopic experimental curves [13, 16] is determined. For the same
loading conditions, the value of h that numerically generates the same slope is calculated by successive
iterations using the following iterative process:

) : la

p,simu

(n) _ _(n-1)

+1) _
RO = p,simu ap,simu’ < 0 X apexp, (11)

a

(n)

p,simu
The stopping criterion is similar to the one previously used, with § = 1074,

with apexp the experimental strain hardening slope and a the numerical strain hardening slope.

Once the set of numerical values has been obtained, a function that has the correct asymptotic behaviour
deduced from the observations [13, 16] is specified. The slope decreases and tends to zero as the tem-
perature increases. The slope decreases until it reaches a threshold when the strain rate decreases. The
expression of h (T, £) is given as:

ahxln(bhx§+fh)
(" x T4d)"

WT,&) = (12)

Again, when the stopping criterion is satisfied, a least squares method is used to deduce the parameters
of h minimising the distance to the selected data (h("+1) (T, £)).

2.2.3 Results of the inverse calibration

The numerical values of the parameters intervening in the expression of (7', &) and h(T’, ) and result-
ing from the iterative processes are compiled in Tab 1. The variation of the T (T, £) and h(T, &), for the
numerical values presented in Tab 1, are illustrated in Figure 2:(a,b) for some loading conditions. The
comparison of crossing stresses on the set of experimental data used, at the end of the iterative processes,
is shown in Figure 2:(c).
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Numerical | A! £, £, _
data ? (a,0);° [MPal, (a,0);*[], k € {1,2} [-] b, [°C]
fO 6 f,1 6 f,2 —
= 1.5626 x 10° || a"! = 1.5619 x 10° || "2 = 1.6853 x 10 ; 3
1 = 2.
{100} f0 = 2.0793 x 10" || "' = 3.1253 x 10° || ¢"? = 3.0463 x 10! b=28x10

f,0 f,1 3 f,2 —1
a"? =0.|a"! =—-2.2x%x10°| a" =—-2.9 X 10 - _a
{110} 0 =0.]c"=-6.2x10"|c"?=-1.8x10"1 b =2.7x10
a® = 9.1 X 102 [MPa] || b" = 2.8 x 10%[s] 1 || " = 5.2 x 10~3 [°C] !
d"=—-12x10"1[-] | e" =5. x 10° [—] || f" = 2.8 x 102 [—]

h

Table 1: Numerical values of parameters involved in the expression of ©0(7’,£) and h(T, £).
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Figure 2: (a,b): T9(T, ) and h(T, ) as functions of temperature and macroscopic strain rate for given
macroscopic strain rate. (c¢): Comparison of the macroscopic crossing stress g55: numerical values
(Full-Field FFT) in red symbols and experimental data (Exp - [13, 16]) in color symbols.

The full-field model is considered to be sufficiently accurate with respect to the experimental results.
It is possible to develop a reduced-order model in order to integrate it into an industrial computational
code. To this end, the NTFA-TSO model [15] is chosen and developed for our study case in the following
section.

3 NTFA-TSO

3.1 Decomposition of the internal variable

The basic feature of the NTFA theory [8] is a decomposition of the fields of internal variables, namely
here the viscoplastic strain and the strain hardening variables, into a linear combinations of predeter-
mined shape functions (called modes), having the same tensor character as the considered variables.
The modes (ftvp, pp,;i) are constant with respect to time but support the heterogeneity of the RVE. They
are weighted by the reduced internal variables ({yp, &pi):

evp(, t) vap (t) ) (), pi(a,t) = (13)

£9(t) x9 () - [Cpgl.

P2

Mp
Z () - [Dec],
Z

The decomposition of the viscoplastic strain tensor is taken from the reference [15]. Classically this
tensor is decomposed on a finite number Myp of modes. As for the strain hardening variable, two
decompositions are considered. The first one is taken from the reference [15] and consists in considering
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the strain hardening constant per grain (g) [Cpg]. The second, inspired by the literature, consists in
decomposing this variable on a finite number Mp ; of modes [Dec].

3.2 Macroscopic state law and influence tensors

With the NTFA decomposition (13), the macroscopic state variables of the effective constitutive rela-
tions are the macroscopic strain (€) and the reduced internal variables ({yp, &p,;). The local strain field
g(x,t) solution of the linear thermoelastic problem (5) with decompositions (13) can be expressed by
superposition as:

Mup
e(x,t) = )+ ZD « i) () 649 (1), (14)
with A(z) the elastic strain localization tensor, D p,(l) =V / D(z,z’) )(a:’ )dz’ and

D(z,z’) =T (x,z’) : L(x") where D is the nonlocal operator and I‘ is the nonlocal Green operator.

The decomposition made on the viscoplastic strain tensor ensures the separation of the spatial variable
(x) from the temporal variable (¢). Therefore, the calculation of D * eyp(x, t) has to be done only once
and for all by calculating for all the modes retained D * p,( )( ). The elastic strain localization tensor
A(x) and the influence tensors D x ,u( )( ) can be computed once and for all by solving 6 + M, linear
elasticity problems (see [11]). The stress tensor is then expressed as:

Myp

o(x,t)=L(z): A ) + Z P\ (x)
Py (@) = L(z) ((D*u(k))( ) - ué’?(w)),

Knowing that the effective free energy w is the average over the RVE of the local free energy w, the

(15)

thermodynamic forces associated with the macroscopic state variables read:

ow _ o 5 ) _ )
%:a,a: €+Z<p >§vp,
ow
—<WWW®&waW+Z<N)M>$,
O&up p (6
Mp ;
_ow _ w m | T o <Nr(>) > +hi % Zé’ < ip, )uff) - [Dec],

af(k) — %pi» Ypji
P —@+mwm%c-mm,

(k)

with a(¥) =< typ @ L : A > and where L =< L : A > is the effective elastic stiffness tensor.

3.3 Complementary evolution laws by tangent second-order lin-
earisation of the effective dissipation potential

It remains to specify the evolution laws of the new homogenized internal variables (fvp, éw) or by
duality, the evolution laws of the thermodynamics forces (ayp, ap ;) associated to these new variables.
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Fritzen and Leuschner [9] have proposed an hybrid formulation making use of the effective dissipation
potential, defined by:

o = <>, <p>= ANy >0,
g s

whom — (17)

with ¢@) the volume fraction. It has been shown [14] that this formulation of the effective dissipation
potential is not exact in its definition but can be a good approximation when enough modes are taken in
the decomposition (13). Based on this approximation of the effective dissipation potential, the evolution
laws of the new thermodynamic forces are given by:

(k) Mvp hom
(k)= dayy avp ) o) O
= with
avp (6’ fvp) 8§ E + Z X vp Wi fvp aa\(/lg
k
iy = iy L& awhom.
0 3§vp
(18)
(k) Mpi o (k) hom
k) = Oap” . Oap”  w) oo c() _ O¥p
ay i (8,8pi) = —(f— 1€+ X &5y With £ =
[ P IE Zl: 85& P, P, 30&
k) 8¢hom
an . = .
P,
Ep,i

At this stage and as it was done by Fritzen and Leuschner [9], one can be satisfied with these expressions
to solve the reduced mechanical problem. Nevertheless, it is necessary at each time step to compute the
local dissipation potential and then take its average over the whole volume. In other words, evaluating
this expression is very time consuming. This model being used in the future within an industrial code
of the fuel rod behaviour, it appeared necessary to use another approximation in order to obtain reason-
able computational costs. This consists in approximating the homogenised dissipation potential with
the tangent second-order linearization technique of Ponte Castaneda [7] around a so-called operating
point, here the operating point retained is the average of the variables considered over a phase. This
development is called TSO for Tangent Second Order. The TSO, carried out by [15], makes it possible
to avoid the calculation of the homogenised dissipation potential at each time step. The local potential
1) is expanded to second-order and averaged over the phase:

< WIS (Aup e Ap) > [ww A0, A + aj?’;% < €O (4D),,42)
<> )
+;§A1§z: < C9 (Jq\(,p)s> n 2%}1@2 % 9 (4 < Efz) - [Dec],
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1 0%yp s
< ¢\Tps,so(‘Avp,s,Ap,z’) = typs(A V%),S,.A’(fi)) + 546‘A2va % 09 (A\(/gp])),s) - [Cpgl,
| 52 vas (20)
< YR30 (Aupass Ap) >0 = Ui (A AT]) + S22t x CO) (A, - [Cpel.
vp,s

with CO(X)Y) = < (X - X(9)> (Y - }7(9)> >0 cl)(X) = < <X —X(g))2 >(9) and where

<->W)= L) X / X9 () dee.

For the decomposed case, by combining (18) and (19) the evolution laws are expressed as:

- (k) (k)

ayp =@
Mup, ) ) L OA,

+Z g)z [aAtf, ( Q.. AY)) x 8£:p
16 va75 " oC'9) ( (9) ) 193 vas o) (.A(g) ) 8./7[\(,%)75

L€

2085, " oely) VP 2045, *°) aely)
7(9)

10%%p,s  OCYW - 1 9Ptyps @ ( 2@\ vps

2 9AZ— 2el) Ap )+28ﬂvp758ﬂ%7i x ¢ (Ap=i> oe)

o° va s 009 e ) P ihup.s W a0 OB
d A . _ 2 s 0@ (a4l 4 Pv
+ 8.Avp758f[p7i X 85\(/];) ( vp,s» ) + 8A\2,p788f[p7,~ % ( vp,s» pz) 8§vp

21

7(9)
M () 7)) o M
Doy (Avpﬁ, A ) X

P,
7(9)
19%p;  0CY 5 1 9%y, @ ( 4@\ Mpi
+§(9.A2 X afp()kz) AVp’s) + 56.Apﬂ'8.A\2,p78 xC <AVp’S> 8£F()kz)
20 @) oAY)
10%p;  OC (49) LYo 9) () =2

2 A3 (k)
0. agp}i

Ppi  9CY () ) O Yp.i @ (4@ a0} M
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For the constant per grain case, the evolutions laws can be deduced from (21) where the fluctuation
per phase of the thermodynamic force associated with the strain hardening is equal to zero due to the

(9)
decomposition made (13) and read as: C(9) <Aéfi)) =0,CW (A\(,g) A(g)> =0 oc (A(g)> =0,

P,s> Y p,i ’ 8&-()
p.i
(9) (9)
8C(k) (Asgfs,ﬂ(g)) — 0and ac(k) (Avgg,ﬂgg) —o.
agvp agp,i 7

(k)

The terms composing the evolution laws (21) of reduced thermodynamics forces (ayp”, déki) ) are func-
tions of the macroscopic internal variables (€, &yp, &p i) weighted by precomputed quantities that need
to be computed once. The coupled differential equations are integrated in time for a prescribed history
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of the macroscopic strain ((¢)). This allows the determination of the resulting history of the reduced
thermodynamics forces (a\(,ls) (1), agfi) (t)). The reduced variables ({yp(t), &p,i(t)) and the macroscopic
stress & (t) are deduced using (16).

4 Results

A few cases of uniaxial compressive strain tests at imposed strain rate are used to illustrate the accuracy
of the inverse calibration (comparison between full-field FFT and experimental results) and the accuracy
of the reduced-order model (comparison between full-field FFT and NTFA-TSO model).

4.1 Effective response
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Figure 3: Comparison on uniaxial strain test of experimental results [13, 16](green dashed line), full-field
FFT simulation (black line) with evolution laws obtained with inverse calibration and the NTFA-TSO
model (dashed line: red [Dec], blue [Cpg]) applied to the model at hand - Stress 533 as a function of strain
&33 for different loading conditions: (a): 7' = 1100 [°C], & = 10! [s]7}, (b): T = 1700[°C], & =
1071 [s]7L, (e): T = 1500 [°C], £ = 1076 [s] L.

The first two cases of study (Figure 3:(a,b) [13]) concern the available loading conditions which are
closer to the loading conditions specific to the RIA. These two cases allow to check that the adopted
formalism and the values of the parameters (8-12) intervening in (3) are able to account for the temper-
ature dependence. The last case (Figure 3:(c) [16]) selected allows to test the strain rate dependence for
a large spectrum of strain rates.

At the macroscopic level, as shown in Figure 3, there is a good agreement between the experimental
tests [13, 16] on one hand and the FFT full-field simulations on the other. It indicates that the inverse
calibration is relatively efficient especially for recovering the asymptotic behaviour. As can be seen in
Figure 3, a very good agreement is found between NTFA-TSO and FFT full-field simulations for all

three loading cases.

When the strain hardening variable is taken decomposed (13), the result is systematically better than
when taken constant per grain. In particular, it seems that the strain hardening slope is better approxi-
mated with the first decomposition. The difference between the two decompositions, although increasing

as the total strain increases, remains relatively small.

4.2 Local fields

A benefit of the NTFA method, already emphasized in [8, 11, 14, 15], is that the local fields can be easily
reconstructed in a fairly straightforward manner from the knowledge of the reduced state variables and
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Figure 4: Comparison on uniaxial strain test of full-field FFT simulations (grey full) with evolu-
tion laws obtained with inverse calibration and the NTFA-TSO model (dashed line: red [Dec], blue

[Cpg]) - Probability distribution of a norm of the stress field for different loading conditions: (a):
£33 =20[%], T = 1700[°C], € = 107! [s] 71, (b): &33 = 7[%], T = 1500 [°C], & = 1076 [s] L.

from pre-computed fields. This is the case of the local stress field which can be computed using (15).
The probability distribution of a norm of the stress field ||o|| = /o : o for different loading conditions
as predicted by NTFA-TSO model match the distribution obtained with FFT full-field simulations (see
Figure 4). The difference between the two decompositions, noticed at the macroscopic scale, is hardly
perceptible at this scale.

5 Conclusion

An inverse calibration, through an iterative process, has been used to numerically determine a set of
parameters that can account for the dependence of the viscoplastic behaviour law on the loading pa-
rameters. Once the parameters have been determined, a reduced order model (NTFA-TSO [15]) has
been applied to the problem at hand by studying two different decompositions of the strain hardening
variable. The accuracy of the inverse calibration and the reduced order model was studied for three
different uniaxial compressive strain tests at given strain rate for different loading conditions. Macro-
scopically the FFT full-field simulations are in good agreement with the experimental results [13, 16].
Both macroscopically and locally, the reduced order model is in very good agreement with the FFT
full-field simulations. The difference between the two decompositions, although increasing as the total
strain increases, remains relatively small.
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